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Riassunto. Si considerano operatori parabolici degeneri del tipo seguente 
L= div(A(x,1)D)+<r,BD>-à, 


ove B è una matrice costante, A(z) = A7(2) > 0. Adattando un metodo noto per 
gli operatori parabolici classici, basato sostanzialmente su precise stime puntuali 
della solizione fondamentale di L, si dimostra che se u è soluzione di Lu = 0 in 
RN x]0,T[e u(x,0) = 0, allora una qualunque delle seguenti condizioni: 


(a) | ( Ni e |u(a, |a) des 


RN 
per un opportuna costante c > 0, oppure 
(b) u>O0, 


implica u = 0. 
Vengono inoltre forniti un risultato di rappresentazione ed un teorema di tipo 
Fatou per le soluzioni non negative di Lu = 0 in RN x]j0, T[. 


Abstract. We consider a class of degenerate parabolic operators of the following 
type 

L= div(A(x,t)D)+<x,BD>-à, 
where B is a constant matrix, A(z) = A7(2) > 0. We show that if u is a solution 
of Lu= 0 on RN x]0, T[ and u(2,0) = 0, then each of the following conditions: 


(a) | (/ e |u(z, )]d2) < 00 


for some c > 0, or 
(b) u>0, 


implies u = 0. We use a technique wich is well known in the classical parabolic case 
and wich relies on some pointwise estimates of the fundamental solution of L. 
Next, we prove a representation theorem and a Fatou type theorem for non- 
negative solutions of Lu = 0 in RN x]0, T[. 
Section 4 contains a more detailed summary of this work. 


$1. Introduzione e richiami. In RN+! consideriamo l’operatore differenziale 
(1.1) Lu = div(A(2)Du)+<x,BDu>-du, 


ove z = (x, t) indica il punto di RN4l D,c:icbe di indicano, rispettivamente, 
il gradiente, il prodotto interno e la divergenza in RV, A(z), B sono matrici reali 
N x N, B costante. Supporremo sempre verificate le seguenti ipotesi: 


i) rispetto ad una base di RN A(z) si scrive nel modo seguente: 


(1.2) sa= (40 1). 


con Ao(2) matrice po x Pol < po £ N, tale che, per ogni 2 ERN+! risulti 
(1.3) Ha < Ao(2) < BI po, 


con I, matrice identità in R?° e 4 > 0; 
ii) esiste € ERN+! tale che l’operatore 


(1.4) Lgu = div(A(C()Du)+ < x, BDu > —d,u 


è ipoellittico; 

iii) esiste un gruppo di dilatazioni (AM) x>o: con M matrice simmetrica e 
definita positiva in RN+#!, rispetto a cui l’operatore L< è invariante, nel 
senso che 

Leo XM =X2(AMoL:) VA>O. 


In questo seminario dimostreremo alcuni risultati di unicità e di rappresentazione 
per le soluzioni del problema di Cauchy sull’insieme Sy =RN xJI , con I intervallo 
limitato di R, relativo all'operatore L definito in (1.1). Tali risultati estendono 
quelli relativi agli operatori parabolici classici (cfr. [K], [A1], [A2], [T]) e si basano 
sostanzialmente sulle proprietà della soluzione fondamentale di I. 

Ricordiamo che questo metodo è già stato utilizzato da Scornazzani in [S], per 
l'equazione di Kolmogorov in tre dimensioni L = d, (a(2,y,t)0-) + xd, — è, che 
costituisce un prototipo degli operatori (1.1). La conoscenza di precise stime puntu- 
ali della soluzione fondamentale di cui ora disponiamo (almeno sotto alcune ipotesi 
minime di regolarità sui coefficienti della matrice A(z), vedi [P1]; per la prova 
completa dei risultati citati vedi anche [P2] e [P3]), consentono di estedere tale 
procedimento a tutti gli operatori (1.1), in perfetta analogia con il caso parabol- 
ico classico. Tale analogia si manifesta anche nei risultati, in quanto le classi di 
unicità individuate per gli operatori L coincidono con le stesse classi corrispondenti 
all’equazione del calore A, + d;. Infatti nel paragrafo 2 dimostriamo che se u è 
soluzione di Lu = 0 sull’insieme 5} =RN x]0, T[ e u(z,0) = 0, allora u è necessari- 
amente nulla, se (in un senso opportuno) si domina con una funzione del tipo eclzl? 
(Teorema 2.1), oppure se u > 0 (Teorema 2.2). L'esempio di Tychonov [T] assicura 
che la crescita esponenziale sopra indicata è ottimale, almeno nelle variabili in cui 
la matrice A(z) in (1.2) è non degenere. Attualmente non è chiaro se esistano o 
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meno classi di unicità più ampie, che distinguano le variabili spaziali ” principali” 
(le prime po) da quelle ”complementari” (le restanti N — po). Osserviamo invece 
che la classe di unicità del Teorema 2.2 è estremamente significativa, in quanto, 
come dimostrò Kolmogorov, la densità di probabilità di certi processi aleatori è 
una soluzione non negativa di un’equazione differenziale del tipo (1.1) (cfr. [Sh], 
pag. 167). i 

Nel paragrafo 3 si dimostra che per ogni soluzione non negativa u di Lu= 0 
nell’insieme Sy =RN x]0, T[, esiste una misura di Borel p > 0 tale che, per ogni 
(2,t) € Sy risulta 


u(2,8)= | P(e,t;6,0)d0(0) 
RN 


ove T è la soluzione fondamentale di L. Inoltre, se 9(r)dr è la parte assolutamente 
continua della misura rispetto alla misura di Lebesgue, con un procedimento 
introdotto da Kato [K], dimostriamo che risulta 


(1.5) dim u(7,t) = p(2), 


per quasi ogni r ERN. Più precisamente, utilizzando un teorema di ricoprimento 
di tipo Vitali (Lemma 3.1), relativo a famiglie di insiemi modellati sulla geometria 
naturale dell'operatore L, mostriamo che (1.5) vale in tutti i punti di RÈ che sono 
di Lebesgue per la funzione £ relativamente alla precedente famiglia di insiemi 
(Proposizione 3.1). 

Viene infine fornito un ulteriore risultato di unicità per soluzioni non ngative di 


Lu = 0 in RN x]0,T[ tali che u(-,4) £3 0 per t + 0+ (Corollario 3.1). 
Completiamo ora l’elenco delle ipotesi sull’operatore L. 


Ipotesi A. Esiste la soluzione fondamentale I° di L, con le seguenti usuali pro- 
prietà: 


i) Per ogni funzione 9 € Co(R) risulta 


(1.6) im frastinae= pe) Ye eR", 
RN 


ii) vale la proprietà di riproduzione: per ogni r,é ERN,rT<s<t, risulta 
(1.7) fr@rtinarY sen =I(2,t;6,7), 
RN 


iii) se indichiamo con T* la soluzione fondamentale dell'operatore L* aggiunto 
di L, risulta 


(1.8) T*(2;w) = T(w;z). 


4l 


Ipotesi B. Esiste una costante positiva A > 0 tale che, se indichiamo con T+ e F- 
le soluzioni fondamentali rispettivamente di 


I+=\A,,+<x,BD>-d, 


b= AT Apt <x,BD>-4&, 
allora per ogni T > 0 esistono due costanti ct,c7 > 0 tali che: 
e" D" (2,6) SI(2,0) < e*T+(2,0) 


ct 


ta 
vr. 


t-rT 


(1.9) 


da: T(2,6)] < 


per ogni 2,6 ERN+ 0<t-7r<T e per ogni î = 1,..., po. 


Osservazione 1.1. Le Ipotesi A e B sono tutte verificate se i coefficienti a;,;(2) 
della matrice A(2) in (1.2) e le loro derivate 0z;a;,j,1 < î,j < po sono uniforme- 


mente hòlderiani su ogni fissato insieme S 1=RN xI, con I intervallo limitato di R 


(cfr. [P2], Teorema 1.1, Corollario 2.5, Proposizione 4.1, Lemma 2.2 e il Teorema 
principale di [P3]). 


Osservazione 1.2. Qui e nel seguito, affermando che ”una funzione u è soluzione” 
di Lu = 0, intendiamo implicitamente che u ha tutte le derivate d,,, (1<i,j < 
Po),Y = < x, BD > —-Q, continue! 


Le stime (1.9) sono particolarmente significative in quanto le soluzioni fonda- 
mentali T'* e T- si scrivono in termini espliciti. 

Richiamiamo ora alcuni risultati, tutti contenuti in [LP], relativi agli operatori 
(1.1) con parte caratteristica a coefficienti costanti: 


Richiami. Supponiamo la matrice A(z) = A a coefficienti costanti e poniamo 
t 
(1.10) E(t)=exp(-tBT) C(@)= J E(s) AET (s)ds. 
0 


Risulta allora: | 


i) l’operatore L è invariante rispetto alle traslazioni a sinistra del gruppo 
279? 


(RN+1, 0) con l'operazione ”o” così definita: 


(1.11) (a,t)o(6,7)=(E+E(m)z,t+7), (2,0), (6,7) e RI. 
In particolare risulta 
(1.12) T(a;0)=M((102;0)=M((02) Va,ceRNH, 2 £(; 


li) l’ipoellitticità dell’operatore L è equivalente alla seguente condizione: 


(1.13) C(t)>0  perognit>0; 
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iii) rispetto ad una opportuna base di RN la matrice AM delle dilatazioni che 
commutano con L assume la seguente espressione: 


(1.14) 0 = disgli a A InreedThad), 


per opportuni interi positivi p; tali che po > pi >... pr2lepo+P1+ 
...+ pr = N. Nel seguito indicheremo con D(A) la restrizione di \M ad RN: 


(1.15) DA dial At A Lp A ac 
iv) valgono le seguenti identità: per ogni t,) > 0 si ha 


E (A°4) =D(A)E)D (3) i 
C (224) =D(A)C() DA), 


(1.16) 


v) la soluzione fondamentale di L si scrive nel modo seguente: 


(1.17) Mr,t) = OP (-i <C7(1)D (4) x,D (5) # >) ) 


ove Q = po +3p1 +...+(2r+1)pr è la dimensione omogenea di R” rispetto 
a D(A). 
Concludiamo l’introduzione enunciando alcuni risultati che si provano per gli 
operatori del tipo (1.1) esattamente come per gli operatori parabolici classici. 
Principio di massimo. Se Lu > 0 in Sr =RN x]0, T[ e se 


limsup u(r,t) <0 Vro ER, 
(2,1) (20,0) 


lim sup (sup u(2,4)) <0, 


|z] 00 teI 


allora u < 0 in Sy. 


Stime a priori interne. Sia Q un aperto di RN+!. Indichiamo con 9 una 
qualunque delle seguenti derivate: Oa Bacaga =< 1, BD > -0,,1 < 1,3 < Po. 
Allora, per ogni compatto K C esiste una costante c > 0 tale che, per ogni u 
soluzione di Lu = 0 in 9, risulta 


(1.18) sup |Qu| < csup |u|. 
K K 


82. Teoremi di unicità. Lo scopo principale di questo paragrafo è la prova dei 
seguenti risultati: 
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Teorema 2.1. Sia u € C(S7) soluzione del problema di Cauchy 


dl rap i 


Allora, se esiste una costante c > 0 tale che 

(2.2) Jero lu(a, lede < 00, 
Si 

risulta u = 0 in Sy. 


Teorema 2.2. Sia u € C(S7) soluzione del problema di Cauchy 


o Leggima 


Allora, se u > 0, risulta u = 0 in Sy. 
Dimostriamo innanzitutto il seguente 


Lemma 2.1. Sia C una matrice costante N x N, simmetrica e definita positiva. 
Sia poi 2 = (xr,t) ERN+! fissato. Allora esistono una costante co > 0, che dipende 
solo dalle matrici B e C, ed una costante R = R(x) > 0 tali che 


<Cn,n>> = |el?, 


(2.3) n=D (5) (x — E(s)6) 


per ogni (£,s) € Bk(x)x]0,1[= ( RN \Br(z))x]0,1[, ove Ba(x) è la sfera (eu- 
clidea) di centro x e raggio R. 


Dimostrazione. Poniamo i 
C =ET(1)CE(1), 
Î=D(F) EE). 
Per la prima delle identità (1.16) si ha 
<Cn,n>=<Ci,î>, 
e, a causa della (1.15), 


< Ch, >> chif > “Je — E(-s)a[ 


> “(I€1- |E(-s)a)". 


Resta quindi provato il Lemma se scegliamo co = c/4 e 


R>2 sup |E(-s)2|. 
O<s<1 
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Dimostrazione del Teorema 2.1. Sia £ una funzione di classe C?(R), decrescente e 
tale che (#) = 0 per ogni t > 2, g(t) = 1 per ogni t < 1. Fissato £ ER” poniamo 
poi, per ogni R>0 


| — sl 


(2.4) hr(x)=% (E23) 


Osserviamo preliminarmente che per ogni î < N, risulta 


supp(0z;hr) C Bar(7)\Br(7), 


ds; hr(2)] < si 


e quindi |Yh rl < cz per ogni R > 0. Di conseguenza L*hR è una funzione limitata 
uniformemente per R > 1. 

Sia ora é €]0, T], é < 1 fissato e indichiamo con 57 l’insieme RN x]0, é[. Utiliz- 
zando l’identità di Green e procedendo in maniera standard si prova che, per ogni 
z=(2,t) € S} risulta 


î 

(2.5) u(z) = Î ( J (cL*hr +2< A(é,7)DT,Dhr > )ute,de)ar, 
0 Bp(2) 

ove Bi,(7) =RN \Br(#). Utilizzando le stime (1.9) dell’Ipotesi B ed applicando il 

Lemma 2.1 alla matrice C+(1) definita in (1.10), relativa all’operatore L*, si ha 

allora, se R è abbastanza grande, 


ua] <cs Î( SG FREE e) < 


0 BRE) 
, 1 1 
<ci J ( hi (i Y exp ( — co 15) |u(£, r)1d) dr. 
0 BRA) 


Scegliamo ora é = min { 2,1} (ove c è la costante che compare in (2.2)). Essendo 
la funzione (£,7) + (£#— ELE exp (-cortt) limitata su Bk(£) x I, risulta 
î 

(2.6) lu(2)| < ca J ( J ell |u(£,7)1d) dr. 

0 Bi) 
D'altra parte per la (2.2) 

î 

(2.7) fim ( Î em elel? |a, )lde) dr =0 

Br(£) 


e quindi u(z) = 0 per ogni z € S}. Poiché é dipende solo dalla costante c in (2.2) e 
dall'operatore L, la prova del Teorema si completa iterando il procedimento. 


Lemma 2.2. Sia u > 0 soluzione di Lu = 0 in Sr, continua su Sy. Allora, per ogni 
z=(x,t) € Sr e perognit e I,r <t, risulta 


(2.8) u(2) > J T(2; €, r)u(€,7)de. 


RN 


Dimostrazione. Fissato r E I,rT<t, poniamo, per ogni n EN, hn(é) = 6 (11) (cfr. 
(2.4), 
fn(É, T) # hn(é)u(6, 7) 


(2.9) Un) = J T(2:6,7)fn(6,1)dk. 


RN 


Allora LUn(-;T)=0 in RN x]r, T[ e per ogni y ER, 


lim _Un(e,t;7)= fa(y,rT) <u(y,7). 
(2,1) (4,7) 


D’altra parte, utilizzando la stima (1.9) di I, si ha 
OSUn(s;r) Set | TH (zi, )fa(e, E 
RN 


e quindi, essendo fn continua e a supporto compatto, dall’espressione esplicita di 
T* si deduce immediatamente che 


lim ( sup Un(e,ti7)) — 10} 
Tr 


Iz|-00 \r<:< 
Per il principio del massimo risulta allora 
(2.10) 0<Un(2,7) < uz) 


per ogni z ERN x]r,T[. Essendo poi la successione ( fn) monotona crescente, se 
poniamo 


(2.11) U(z,7)= lim Ux(z,7), 


dal teorema della convergenza monotona segue U(z,7) < u(z). Questo prova il 
Lemma. 
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Corollario 2.1. Sia u > 0 soluzione di Lu = 0 in Sr, continua su Si. Allora 
l’integrale 


VEDO: 
RN 
converge per ogni (x,t) € Sr. Inoltre, per ogni r €eR, risulta 


dim / r(ast; E 0)u(é, 0)dé = u(2,0). 
RN 


Dimostrazione. La prima parte del Corollario segue dalla (2.8). Dimostriamo la 
seconda uguaglianza. Per ogni fissato x ERN, sen > |r|+1 risulta 


sim | P(E,ti6,0)fx(6,0)d = fa (2,0) = (2,0) 
RN 


ove ( fn) è la successione di funzioni introdotta nella prova del lemma precedente. 
D’altra parte risulta 


osa J (2, t;€,0) [u(6,0) — fn(6,0)] dé < 
RN 


< lim 7 T(2,t; 6, 0)u(E, 0)dé < 
RN \B(0,n) 


<* lim | T*at60uod=o, 
_ RN\B(0,n) 

in quanto, per ogni £ > 0, esiste é = 6(k) > 0 tale che la funzione integranda 

nell’ultimo membro si maggiora con ell u(€,0), per ogni t €]0, é[; inoltre, per 

sufficientemente grande, tale funzione è sommabile su R”, dal momento che, per 

ogni to €]0, T{ esistono due costanti positive ki,k2 tali che 


feti < kac7 J T(0,t0; €, O)u(€, 0)dé < 
RN RN 


<k, J P(0, to; €, 0)u(£,0)de <k2u(0, to). 


RN 


(2.12) 


Dimostrazione del Teorema 2.2. Sia u > 0 soluzione di (2.1). Fissiamo arbitraria- 
mente s,t € I,t > s ed osserviamo che le costanti &1 e #2 che compaiono in (2.12) 
dipendono con continuità da to €]0, T[. Pertanto, integrando rispetto a 7 €]0, sl, si 


ottiene 6 
u(0,t) > I ( eel'u(e, de) dr 
"Î({ 


RN 


47 


con co, c costanti positive che dipendono solo da t e da s. L’asserto segue allora dal 
Teorema 2.1. 


Dalle stime a priori interne enunciate nell’introduzione e dai risultati appena 


provati segue un primo teorema di rappresentazione. Dimostriamo preliminarmente 
il seguente risultato: 


Proposizione 2.1. Sia (Un) nen una successione di soluzioni di Lu = 0 in Sy 
monotona crescente e localmente limitata. Allora anche la funzione u = SUP Un è 
soluzione di Lu = 0 in Sy. 


Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che la successione Un è localmente equi- 
continua. Sia K un fissato compatto di Sy. Poiché l’algebra di Lie generata da 
(6 PSICO dx,,»Y = < x, BD > —& coincide con RN+1, esistono un aperto limitato A 
contenente K e con la chiusura contenuta in Sy ,due costanti positive c(K) > 0 e 
a €]0, 1[ tali che, per ogni coppia di punti z,( € K, esistono una costante positiva 
6 < c(K)|z — C|® ed un cammino continuo e derivabile a tratti 


1:00,9-9, x0)=z, r6)=C 
tale che, per ogni s € [0, 6] in cui y è derivabile, risulta 
Po 
r'(8) =D c;(8)e; + 00(8)(BTX()— ewsa), 
j=1 
ove |c;(s)] < 1 per 0 < j < po. Qui e; = (0,101 3 EN41 (per i 


risultati qui richiamati rinviamo a [NSW]). Allora, indicando con D il gradiente in 
RN+1 ed utilizzando le stime interne a priori (1.18), si ha 


< 


[u(2) — (0) 2) FS argo 


</|<Du)19> |< 


< 


SL si 


(Do ls; u(1(9)] + |Pu(1(9)])ds < 


<Sco(Q) sup |u| < sup |u|co(Qc(K)|z — Cc]. 
Q 2 


Pertanto la successione un è equicontinua, e quindi converge uniformemente sui 
compatti di 57 alla funzione u = sup un. 

Utilizzando nuovamente le stime a priori interne (1.18) si prova poi direttamente 
che u è soluzione di Lu = 0. 
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Proposizione 2.2. Sia u > 0 soluzione di Lu= 0 in S7, continua su Sr. Allora 


(2.13) ul Hi T(z; €, O)u(£, O)dL. 


RN 


Dimostrazione. La successione di funzioni Un definita in (2.9) costituisce una suc- 
cessione di soluzioni dell'equazione Lu = 0 monotona crescente e localmente limi- 
tata in Sy. Per la Proposizione 2.1 allora la funzione U definita da (2.11) è soluzione 
di Lu=0 in Sy. Inoltre, per la (2.10) la funzione u(z) — U(z; 0) è non negativa e, 
per ogni r ER, risulta (cfr. Corollario 2.1) u(7,0) = U(7,0;0). Per il Teorema 
2.2, deve valere quindi la (2.13). 


$3. Teorema di rappresentazione e Teorema di Fatou. Nel presente para- 
grafo dimostreremo il seguente: 


Teorema 3.1. 


(i) Sia u > 0 soluzione di Lu= 0 su Sr (I[=)0,T[). Allora esiste una misura 
di Borel p > 0 tale che, per una opportuna costante c > 0, risulta 


(3.1) J e7°el’dp(x) < 00, 


RN 


e, per ogni z E Si, 


(3.2) u(2) = J T(2:6,0)de(0). 
RN 


(ii) Per ogni misura di Borel p > 0 verificante (3.1), esiste un intervallo I =]0, T[ 
tale che la funzione u definita da (3.2) è soluzione di Lu = 0 in Sy. 

(iii) Se indichiamo con g la densità della parte assolutamente continua (rispetto 
alla misura di Lebesgue) di p, si ha 


(3.3) sim u(2,t) = (2) 


per quasi ogni x ERN. 
(iv) Nel senso delle misure risulta 


(3.4) lim u(-,t)= p. 


t_-0+ 


Osservazione. Qui e nel seguito, l’espressione ”quasi dappertutto” si riferisce sem- 
pre alla misura di Lebesgue, che indicheremo sempre con m. 


Dimostrazione - (i). Sia u > 0 soluzione di Lu = 0 in S;. Per la Proposizione 2.2 
si ha, per ogni n EN, 


u (2041) = fratel): (6.3) dé. 
RN 


49 


Di conseguenza, utilizzando la stima (1.9) dell’Ipotesi B si prova che, per ogni fissato 
to € I, esistono c, c' > 0 indipendenti da n, tali che 


u (01% so 1) e lia (0,%0 +1:6 L) u G 2) dé > 
RN 
>ce' J ele y G i) dé > 0 


RN 


per ogni n > TE: Pertanto la successione di misure 


dun = edu G 1) de, 
n 


è equilimitata, e quindi, per il teorema di Frostman, esiste una misura di Borel 
4 2 0 tale che, a meno di sottosuccessioni, 


Per provare la (3.2) osserviamo preliminarmente che, come conseguenza del Lemma 
2.1 e delle stime (1.9), esistono due costanti M > c e Ti € I tali che, per ogni 
(©,t) ERN x]0, Ti[, 


pi 
(3.5) P (et4 tig l) < eta genMe? 
n’ n 
per ogni £ ERN, n EN. Poiché inoltre risulta 


lim / e°ll"T(2,t;€,0) du(€) (dun(6) — du(é)) = 0 


n-+00 
RN 
e 
clel? LEE ep 
e E Estt—;éE — = Ie, #£,0); 
n n SITO 


si ha, per la limitatezza della successione Hera 


1 1 
GB) Jim fetr (2 dirt L) dun(0)= f eb T(8,4:6,0) du) 
n+00 n 
RN 7 RN 
per ogni (2,t) ER x[0,T;[. Dalla (3.6) segue immediatamente la (3.2) in RN 
x[0,71[, se si pone p = e°lél? y,. D'altra parte, se consideriamo un qualunque punto 


(x,t) € Sr, cont > T,, per la Proposizione 2.2 e per la proprietà di riproduzione 
della soluzione fondamentale, risulta, se r €]0, Ti[ 


’ 


u(c,t) = Tx, t; 6, 7)u(E, r)dt = 
3) 


= [rete /FErNOIM) = IGO 0] 


RN R RN 


50 


Resta quindi provata la prima parte del Teorema 3.1. 
(ii). Osserviamo innanzitutto che, per la (3.5), esiste T > 0 tale che la funzione 


u(2,8)= f r(e,t16,0dA(0) 


RN 


è definita ed è continua su Sy =RN x]0, T[. Per verificare che tale funzione è 
soluzione dell'equazione Lu = 0 consideriamo, per ogni n EN e per ogni e €]0, T{, 
il problema 


(3.7) 


{ Lv=0 in RN x]e, T[, 
v(7,€) = hn(c)u(7,€), 


ove hn è la funzione definita in (2.4). Essendo il dato iniziale continuo e a supporto 
compatto, una soluzione vn,e di (3.7) si esprime nel modo seguente: 


Un;e(t,t) = VOLE OTT 
RN 


D'altra parte, utilizzando la proprietà di riproduzione della soluzione fondamentale, 
risulta 


VEDIOR E 
RN 


<f retina = 


RN 


= ft dm = (2). 
RN 


Di conseguenza, per ogni fissato €, la successione vn,e è monotona crescente e lo- 
calmente limitata, e quindi, per la Proposizione 2.1, il suo limite v è soluzione di 
Lu = 0 in RN x]e, T[. Inoltre, per il teorema della convergenza monotona, risulta 
ve = u in RN x]e, T[. Data l’arbitrarietà di e questo prova (ii). 


Per dimostrare (3.3) e (3.4) è necessario premettere un risultato riguardante i 
punti di Lebesgue di una funzione rispetto ad una particolare famiglia di insiemi. 
Poniamo, per v eRN, 


(3.8) p(v) = max {|v;|;1 <j <N} 
e, per ogni n EN U{0}, (x,t) ERN+!,t> 0 


39) Cn(2,6)= {e eRN:p (p (4) (e- E(-4")2)) < 1} 


Vale allora il seguente lemma di ricoprimento di tipo Vitali, la cui prova è del tutto 
standard: 


SI 


Lemma 3.1. Ogni famiglia finita fi} di ”parallelepipedi” di tipo (3.9) 
ammette una sottofamiglia disgiunta {Ci,, ...Cix} tale che 


h k 
(3.10) "( U c;) <3NY m(Ci). 
331 lI=1 


Lemma 3.2. Sia s una misura di Borel su RN, s > 0 e sia A CRY un boreliano 
tale che s(A)=0. Allora 


: 8(Cn(2,t)) 
3.11 lim sup —___<- |=0 
(3.11) 104 (co, m(Cn(2,t)) 
per quasi ogni x € A. 


Dimostrazione. Fissata una costante positiva a, poniamo 


s(Cn(2,t)) 
Ba=<x€A:limsu Sup —___- | b>ab., 
Î ardea (ca, m(Cn(2,t)) 
Osserviamo che, essendo la funzione (z,t,n) > s(Cx(2,t)) inferiormente semicon- 


tinua, l'insieme B, è un boreliano. Siano poi r €]0, 1[ e K un compatto contenuto 
in Ba. Per ogni x € K esistono allora # €]0, r[ ed n EN tali che 


(3.12) s(Cn(7,t)) > a m(Cn(2,t)). 

Osservato poi che ogni punto x ERN è interno all’insieme x — E(-447")z+Cn(2, t), 
qualunque sia # > 0, per la compattezza di K esiste una famiglia finita fa; - 
E(-t;47"i)x; + Cn;(2;,t;))1<j<h: £;,t;,n; verificanti (3.12)} che costituisce 
un ricoprimento di IK. Per il Lemma 3.1 risulta allora 


h 
m(I) <Sm | (2; _ E(-t;47")x; + Cn; 6,5) <S 


k k 
SN) m (2 — E(-t447%)2, + Cuy (2iyyt )) = 39 }Om (Ca (cità LL 
I=1 I=1 


Poiché gli insiemi Chi, (Tinti) verificano la (3.12), risulta 


N È N 
(3.13) m(IE) < n Ds (Cn (21%) < "_;(%), 


I=1 


con XK, intorno compatto di K, di raggio p = p(r). Osserviamo ora che possiamo 
scegliere p(r) = O(vr). Infatti, se = ti, E K,t=t, €]0,r,n=n;, EN U{0}, 
per ogni £ € Cn(,t) risulta 


[€ e] < |E- E(-t47)a|+|(1- E(-t47"))a| < 
SEVNt+ [I — E(-t47")[|lal. 
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Inoltre, dalla definizione di E(s) segue immediatamente che esiste una costante 
c > 0 tale che ||I — E(-t4-")|| < ct per ogni # €]0,r[ e per ogni n EN U{0}. 
Resta dunque provato che |E i z| < e'VÉ per ogni £ € Cn(2,t), con c' costante che 
dipende solo dal compatto K e da c. Pertanto, poiché ba s(K,)=s(K)=0, dalla 


(3.13), segue che m(K) = 0 per ogni compatto K contenuto in Ba. Di conseguenza 
m(Ba)=0, e quindi vale la (3.11). 


Consideriamo ora la decomposizione di Lebesgue della misura p: 


= +s, 
(3.14) sa 
p&m stm, 


e sia la densità di y: 
pEL(RN), du = pdm. 


Proposizione 3.1. Per quasi ogni x €RN risulta 


i i Re 
(3.15) Jim, (.&% m(Cx,0)_ } (76 — g(2)|dé + i50)) =0. 


n(2,t) 


Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che 


; 1 pe 
(3.16) Jim (2%, i DI J (CO — 9(2))dé + i50)) =0 


8) 


per quasi ogni x ERN. 

Consideriamo dapprima il contributo dovuto alla misura s. Essendo s L m, 
esiste un sottoinsieme B CR tale che s(B) = 0 e m(B') = 0. Per il Lemma 3.2 
risulta allora 


(3.17) lim ( soi =0 


su 
94 | nenifo; m(On(2,1)) 


per quasi ogni x € B, e quindi, essendo m(.B')= 0, per quasi ogni x ERN. 
Valutiamo ora il contributo della misura 4 nell’integrale in (3.16). Per ogni 


fissato a ER definiamo una misura non negativa À ponendo, per ogni boreliano 
E CRY, 


ME)= J (p— a)dm. 
En{da} 
Per il Lemma 3.2 applicato all’insieme A = {e < a} si ha allora 


lim ( sup Moro) =:0 


10+ nENU{0} m(Cn(2,t)) 


per quasi ogni x € A. Pertanto, essendo 


B(Cn(e,t)) _ 4 MCn(2,0) 
m(Cn(2,8)) — °* m(Ca(@,t))" 


risulta lim sup ( sup Mo) £ a per quasi ogni x € A. Se poniamo infine 
t--0+ neNUf0} m(Cn(2,1)) dia = di 


a N. ; #(Cn(2,t)) 
B= {eh oo) ce cima (np EEN) 


si ha m(Ea)=0, e quindi 


i u(Cn(2,t)) 
;Ì RM < 
prin (an, m (Ca(£,6) ] £ 99) 


per quasi ogni r ERN. 
Usando —y in luogo di 4 e procedendo come sopra, si ottiene poi 


mig ( sup n, > (2) 


LAO nENU{0} m(Cn(2,t)) 


per quasi ogni r ER, e quindi 


: 4(Cn(2,t)) = x 
(3.18) CE (0, Sin) ti 


per quasi ogni x ERN. La (3.17) ela (3.18) implicano la (3.16), da cui, con tecniche 
del tutto standard, segue il Lemma (cfr. Stein [St], pag. 11). 


Dimostrazione del Teorema 3.1 - (iti). Sia x un fissato punto di RN per cui vale la 
Proposizione 3.1. Allora, per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale che 


1 
(3.19) 0< mm (Cn(3,5)_ fo dv(é) E 


per ogni t €]0, é[ e per ogni n EN U{0}, ove 
di(€) = |o(€) — p(x)|dt + ds(£). 


A causa di (3.2) risulta ovviamente 


ue) = (2) = / rta, 86 0) (60) — 9(2))de+ d(0)). 
RN 


S3 
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Per le stime (1.9), dall'espressione esplicita di T+ si deduce che esistono due costanti 
positive c1, tali che 


T(2,t;€,0) < c*T+(2,t;6,0) < cstr$ert2 (P(#) (c-E(-02)). 


Risulta pertanto 


(3.20) u(c,t) — #(2)| < 7 J Faedi (2) (e-E(-02)) du (E). 


RN 


Fissiamo ora t €]0, $[ e poniamo k: = max {n eN U{0} : 4°t < 5}. Risulta 


(3.21) RN si {p<1} 31 {25-1p<2i} {r>VvE} 
=I+II+III. 

Poiché {p< 1} = Co(2,t) e m(Co(2,1)) = 2N1, per la (3.19) risulta 

(3.22) I<2Nce 


qualunque sia t €]0, $[. 
Valutiamo ora uno degli addendi di II: 
Le *2° d(€) < ci de) = Le t4 dv(£). 
2 2 2 


{2i-1<p<2i} {p<2i} {p<25} 


Osserviamo ora che, dalla definizione di D(A), risulta p(D(n)v) > np(v) e D(Ap) = 
D(A)D(4) per ogni A,p > 0,n eN,v ER. Ne segue, se si pone s = 4, 


fo (p (4) (E- E(-)2)) < i} C C;(2,5). 


Inoltre, m(C;(2,5)) = 2N5$ = gN+j%7 e, poiché j < k:, s €]0, é|. Ancora per la 
(3.19) risulta quindi 


cg2N+i2 — kai 


Let? du(6) < dv(È) < Sea i g, 
2 


gN+j0t% 
{2i-1<p<2i} C;(2,8) 
per ogni t €]0, é[. Pertanto 
ki i ] 
(3.23) II < €c3 *, QRie kh < eca, 


pesi 


0 n A 
uniformemente in + €]0, $[, in quanto la serie L 20ie-k4° converge. 
j=1 


Per valutare III osserviamo preliminarmente che sull’insieme { P> J 5} risulta 


Qe-$p? Li 
tte 8P° IC si > < cs ($) î 5 
pt? 


Di conseguenza, 


c Pe o, c —_£ 
III sm fe iP du(€) < sg) [è iP de4 
(3.24) tal ci 


urta J e-3P° (Cor: + ds(0)) =IIh+IIh, 
RN 


Poiché infine 


lime 732° (P(4) (e-£(-12)) 0 
t--0 


per quasi ogni £ ER, per il teorema della convergenza dominata si verifica imme- 
diatamente che esiste é0 €]0, é[ tale che 


(3.25) 0<III, IIlh<e 


per ogni t €]0, éol. 
Pertanto, sostituendo nella (3.20) le (3.22), (3.23) e (3.25), resta provato che 


sim u(2,1) = (2) 


per ogni x ER per cui vale la Proposizione 3.1, e quindi, per quasi ogni x ER”, 
(iv). Per provare la (3.4) bisogna verificare che per ogni funzione x € Co(RN) 
risulta 


(8.26) dm f ute rada = | x(2)d(2) 
RN RN 
Utilizzando la (3.2) si ha 
(3.27) fede / (TEA 
RN RN RN 


mentre, come conseguenza delle Ipotesi A, risulta 


sim, / P(E,t;6,0)x(e)de = x(0) 
RN 
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Per dimostrare la (3.26) basta quindi assicurare che si può portare il limite sotto 
il segno di integrale nel secondo membro di (3.27). A tal fine è sufficiente provare 
che esistono To €]0, T[ ed M > 0 tali che 


(3.28) free < Mele” 


N 


per ogni t €]0, To[ e per ogni £ ER, ove c è la costante che figura in (3.1). 

Per le stime (1.9) e per il Lemma 2.1, esistono due costanti co > 0, che dipende 
solo dall'operatore L e ko > 0, che dipende anche dall’insieme (limitato) supp(x) 
tali che, per ogni x, € supp(x) e t € I risulta 


ct 1 
T(x,t;6,0) S = XP (-i <Ctm,n >) < 
. n 4 


ko 1 + Co 2 
< — —_— —— . 
<heap( ge n,1>) or ( 20161?) ; 


2 


n=D()@-E00. 


Pertanto, posto To = $*, risulta 


Jreteora < ko sup xle7 Ale!" fes exp (-i <Ctn,n >) dx, 
N ; RN 


e quindi vale la (3.28), con 
M = ko sup |x]e718" ti sali 
RN 


Per il teorema della convergenza dominata, resta allora provata la (3.26), e con 
essa, il Teorema 3.1. 


Dalla (3.4) segue immediatamente il seguente 
Corollario 3.1. Sia u > 0 soluzione di Lu = 0 in Sr. Allora, se 


deb 
ul ’ t) 204 0, 


risulta u = 0 in Sy. 


84. Summary. We consider a class of degenerate second order parabolic operators 
of the following type 


(4.1) L= div(A(2)D)+<x,BD>-d, 


where 2 = (x,t) ERN+#!, Bis a constant NxN matrix, D, div and < -, - > denote, 
respectively, the gradient, the divergence and the inner product in RN. Suppose 


that, for every 2 ERN+!, 
= Ao(2) 0 
A(z) = ( 0 0 ’ 


where Ao(2) = AT(2) is a po X po matrix such that, for any 2 ERN+! 
XA Iso S Ao(2) <Mp, 


(A>0andI,, denotes the identity matrix po X po), and suppose that, for every 
(n (&;r) ERN+! 
Ly = div(A(0)D)+ < x,BD>-40 
is hipoelliptic. 
We show that if u is a solution of Lu = 0 on RN x]0, 7[ and u(7,0) = 0, then 
each of the following conditions: 


(4.2) I ( J el’ |u(e,)]de) di < 00 


o RN 
for some c > 0, or 
(4.3) u>O, 
implies u = 0 (see Teorema 2.1 and Teorema 22): 

These results extend the classical parabolic ones (see [K], [A1], [A2], [T]) and 
relie on some pointwise estimates of the fundamental solution T of L, wich was 
recently proved in [P2] and [P3] (see also [P1]), under a few regularity conditions. 

We recall that this method was used by Scornazzani in ’82 [S] for the Kolmogorov 
equation in R°: L= 2; (a(2,y,t)d)+ rd, — dl. 

As a consequence of Teorema 2.2 we first prove a representation theorem for non- 
negative solutions of (4.1) in 57 =R" x[0, T] (see Proposizione 2.2). Next, using 
the Frostman selection Theorem, we show that, if u is a non-negative solution of 
(4.1) in Sr, then there exists a Borel measure p > 0 such that 


(4.4) u(r,t)= frasi E, 0)dp(£), 
RN 
where I° denotes the fundamental solution of L. Moreover, for almost every x ERN, 
(4.5) im (2,1) = (2), 
where g denotes the density of p with respect the Lebesgue measure, and 


in the measure sense (see Teorema 3.1). 

In order to prove the Fatou type theorem (i.e. (4.5)) we need a Vitali covering 
lemma (Lemma 3.1) and a definition of Lebesgue set (Proposizione 3.1) for a family 
of cubes suitably related to the operator (4.1). Then (4.5) follows by an argument 
introduced by Kato [K]. 

Finally, as a corollary, we prove a further uniqueness result for non-negative 


solution of Lu = 0 in RN x]0, T{ such that u(-,t) 20 ast + 0+ (Corollario 3.1). 
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